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Summary: An explicite lormula is derived which governs the composition 01 tensor 
characters X' (cp) in the more complicated case that additional intrinsic symmetries are imposed 
on the composition products. 
The lormula can be evaluated il cycle representation and character table 01 the imposed 
permutation group are known. For 8 2 - 8 10 and numerous sub-groups, these data are listed 
or quoted in the paper. 
1. Ziel der Arbeit 
Niggli hat den Einfluß der Eigensymmetrie auf Tensoren soter Stufe, 
die einen Indexwertevorrat r besitzen, ausführlich untersucht. Ähnliche 
Untersuchungen hinsichtlich der Raumsymmetrie gehen auf Rlwgavantnm 
und Suryanarayana (B u. S) zurück. Komplikationen treten heim Zusammell-
wirken beider Symmetriearten auf. Der Charakter des Gesamt-Tensors hi~n~\' 
dann von der Punktgruppe R des Raumes (Untergruppe der vollell Drl'!J-
gruppe R~) und der Permutationsgruppe P der Indizes (Untergmppc der 
symmetrischen Gruppe SB) ab. Die Abhängigkeit 
X' = X' (Rk, PLl (l) 
von geeigneten Parametern der Elemente Rk. Pz i;;;t wegen der komplexell 
Struktur der P-Gruppen weniger leicht zu übersehen als im Spezialfalle 
X' = X' (Rk), wo X' lediglich Funktion einer Variablen, des Drehwinkels 
er = er (Rk ) ist. Gamba und Jahn umgehen die Charakterenmethode. l{iggli 
und B u. S berücksichtigen die P-Abhängigkeit im Einzelfalle explizit. indem 
sie für häufig vorkommende Eigensymmetrien die entsprechend "symmetri-
sierten Charaktere" angeben. P kommt hier ins Spiel bei der Komposition 
des Tensors aus gewöhnlichen Vektoren (r = 3) und demgemäß sind die 
Resultate auf den Werte vorrat 3 der Tensor-Indizes beschränkt. 
Kompliziertere Eigensymmetrien lassen sich jedoch nach dem Vorgehen 
von J ahn vorzugsweise durch Tensorverknüpfungen im allgemeinen 
wiederum eigensymmetrischer Tensoren darstellen, wobei in der Verkniipfullg 
weitere Symmetrien als Zusatzbedingung erscheinen dürfen (z. B. Siggli, 
Tab. 6). Im folgenden verstehen wir unter "Eigensymmetrie" nur diese 
Zusatzbedingungen. Numeriert man die Indexgruppen mit je einem einzigen 
Index durch, so stellt sich die Aufgabe, Tensorcharaktere zu vorgegphclwlll P 
und irgendeinem Wertevorrat r zu konstruieren. Der eigcnsymnwtrigehc 
Tensor Ti, .. . i. (i = 1, 2, ... r) ist zu komponieren aus einem r-dilllCni-lionaJcn 
Vektor tU1 ••• U " == Ti (u = 1,2, ... , e), von dem nur vorausgesetzt wird, daß 
er sich nach einer Darstellung D(t) (Bk) transformiert. 
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In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß sich dieser aufsteigende Ver-
knüpfungsprozeß 
(2) 
bei der Konstruktion von Charakteren in gewissem Sinne nachbilden läßt. 
Es wird eine allgemeine Beziehung abgeleitet, welche den Charakter eines 
Produkttensors Ti, .. . i, mit Symmetrie P in den i. durch die Charaktere der 
Ti. ausdrückt. Zur Auswertung genügt die Kenntnis der Zyklendarstell,:ng 
und der Charakterentafel von P. Diese Daten sind für viele Fälle in der LIte-
ratur bereitgestellt (so bei Littlewood, Anhang, für 8 2 bis 8 10 und zahlreiche 
nichttriviale Untergruppen). 
2. Die Gruppe RP und ihre Darstellungen 
Die Symmetriegruppe eines Tensors mit gemischter Symmetrie R, P ist 
das direkte Produkt von Rund P mit der Multiplikationsvorschrift 
(3) 
Das folgt einfach aus der Vertauschbarkeit irgend zweier Operationen Rk 
und Pz, die ja auf verschiedene Größen (Koordinaten, Stellen-Indizes) ope-
rieren. Regel (3) überträgt sich wegen der Darstellungseigenschaft auf die 
von der einspaltigen Matrix der Ti, ... i. im Raume von r' 8 Dimensionen 
erzeugte Darstellung D (RP), so daß wir für die Kommutatoren 
[D (Rk ), D (Pz)] = 0, aber i. a. [D (Rk ), D (Rz)] =1= 0 
[D (Pk ), D (PI)] =1= 0 
erhalten. Ausreduktion liefert 
(4) 
N rßy (R P) = h(!P) LX' D (Rk PI) X TßY(RP) (Rk PI) . (5) 
k,l 
Die' irreduziblen Darstellungen von R P sind die Kroneckerprodukte der 
Darstellungen von Rund P, d. h. 
X Tßl'(RP) (Rk Pz) = X Tß (Rk ) • X Tl' (PI), (6) 
und RP hat die Ordnung h(R) . h(P). Daher kann man die Summation in 
zwei Schritten 
N rßl' (RP) = h~R) L {h~P) LX' D (Rk PI) X Tl' (pz)} X Tp (Rk ) (7) 
k I 
ausführen und erkennt, daß die geschweifte Klammer den gesuchten Charakter 
des nach Tl' (P) symmetrisierten Tensors enthält. Wir schreiben nach N iggli 
X' {cp; 8 (P - rl' )} = h~P) L X' D {(cp) PI} X rl' (PI) (8) 
I 
(hier ist schon R = R oc gewählt). X' {cp; 8 (P - rl' )} kann in der bekannten 
Weise gedeutet werden als der Charakter der von den hinsichtlich P linear 
unabhängigen. Ti, ... i. erzeugten Darstellung der Dimension::; r . 8. 
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3. Berechnung der gemischten Glieder X' D {(tp) PI} 
Seien U = D (Ro) und V = D (Po) feste Matrizen irgendeiner Trans-
formation bzw. Permutation (die nicht in R bzw. P zu liegen brauchen), 
d. h. nach (4): 
CU, D (PI)] = [D (Rk ), V] = CU, V] = O. (9) 
x' ist Invariante gegenüber Ähnlichkeitstransformationen, andererseits folgt 
aus (9): 
X' D (Rk Pd = X' (U Vj-1 D (Rk! D (PI) (U V) = 
=X' U-1D(Rk! U' V-ID(PI ) V. (10) 
Man sieht, daß X' D hinsichtlich R nur von einer Klassenfunktion, d. h. vom 
Drehwinkel tp abhängt, wodurch die Schreibweise (8) gerechtfertigt ist. In 
analoger Weise kann sich die Abhängigkeit bezüglich P nur auf Anzahl 
und Länge der Zyklen in PI erstrecken. 
Jede Ähnlichkeitstransformation U(t)-l D(l) U(l) korrespondiert nach (2) 
mit einer ebensolchen Transformation U auf D. Betrachten wir vorerst 
Drehungen um eine raumfeste Achse (Gruppe Cool. Dann sind die irreduziblen 
Darstellungen eindimensional und D(l) wird bei Ausreduktion C--) mit U(l) 
Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 15~~ = ev (tp); (v = 1,2, ... , r). Wegen 
(2) ist dann aber auch D Diagonalmatrix. Man sieht leicht, daß die Eigenwerte 
die Form haben 
(11) 
wo %1" • • ,:Jrr angeben, wie oft die Indizes 1, 2, ... , r in der ,u-ten Zeile der 
Tensorspalte T erscheinen. Der gemischte Charakter lautet jetzt 
(12) 
Bei Anwendung von PI werden die Ti, ... i, untereinander permutiert, ohne 
Linearkombinationen zu bilden. Daher ist Dill' (Pz) entweder 0 oder 1, letzteres 
nur, wenn Ti, .. . i, unter PI invariant bleibt. Sei nun die Zyklendarstellung 
(z. B. Littlewood, S. 39) PI = [Pt 2" 3" ... ], dann sind alle invarianten T 
gerade von der Form T(At)~t (A, A2)~2 (A3 J., J.,)" . .• mit 1J(1 + :2 1J(2 + 3 1J(3 + ... = 8; 
(Ar unabh. = 1,2, " ., r). Die zugehörigen Eigenwerte lauten nach (11) 
15"" (tp) = e" e" .. , e" . e2 e2 •• , e2 • e3 ..•• (13) 
151 ~'\1 /1""(1 + 1 f.1CX1 +2 /-l::X 1 +':;\2 IlCXl +:x z+ 1 
(,ul' ,u2" .. , ,u",,+o:, + 1, ... unabh. von 1 bis r). Nach (12) hat man über alle 
möglichen Terme zu summieren: 
( r )1't1 (r " ')~' (r ~ ) '. X' D {(tp) [I'" 2'" 3"' ... J} = V~l ev (tp) . V~1 e; (tp) • V~1 e~ (tp) •.. ; 
r L e; (tp) ist die Spur von (D(t»)Q, d. h. identisch mit x't (e . tp): 
v=1 
X' D {(tp), [1'" 2'" 3"' ..• J} = X;"" (tp) . X;:x, (2 tp) . X;" (3 tp) . . • . (14) 
Da die rechte Seite gegenüber Änderungen der Drehachsenrichtung invariant 
ist, gilt (14) nachträglich für beliebige Operationen Rk der vollen Gruppe R co • 
9 Wissenschaft!. Abhand\', IX, 1957 
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Tabelle 1 
.Viggli I .1/ eYPT- Ti8zr1 
I
nu.slh(I') I Jahn 





1 (I ~ ..I) 1((\ -- .-( 12 ) !J 
----
:1; :11/ .) 
2(m ~ A') 2 (CI I('2 - A 12) [ 1)2 j 
2 (m- A") 2 (('11('2 - n12) 
--
--
4; f) 1 




3 (3m - A') 3 (C3 1])3 ~ AI) [ J~j3] 
3 (3 m - ..I") 3 (C31D3 ~ .-1 2 ) 
3 (3 m - E) 3 (C31D3 -- EI) 
--
:\ 
3 (3 - A) 3 (C3 ~ ..1 12 ) 
3 (3 - E) 3 (C3 -- EI) 
--
6 2 
3(m- A') 3 (C1 1C2 ~ A 12) D [D2] 
3 (m - A") 3 (C1 1C2 - R12) 
7 1 
3 (I - A) 3 (Cl - A 12 ) D3 
--
24 
4(43m - A') 4 (TIO ~ Al) [D4] 
4(43m - A") 4 (TIO - A 2 ) 
4(43m - E) 4 (TIO ~ E) 
4(43m - Fd 4 (TIO ~ F I) 
4 (43 m - F 2 ) 4 (TIO - F 2 ) 
--
12 
4 (23 - A) 4 (T - A 12 ) 
4 (23 -l}!) 4(T-E) 
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Yiggli I Meyer-Tisza I H lI. si !t (I') I 
tla H (1:!.;-r 
[14] 
4(42 m - .1') 4 (D21 D. - .-l i ) [l lJ2]2] 1 
4(42m -...1") 4 (D21D4 - .'1 2) 
I 
1 
4(42m - B') 4 (D2ID.1 -- Bi) 1 
4(42 m - R") 4(D2ID.- B2) I 




4 (3 m - ..1') 4 (C31D3 - AI) I 
4 (3 m - A") 4 (C31D3 - A 2) 1 




4(4 - A) 4 (C21C4 - ...1 12 ) I 
4(4 - B) 4 (C2104 - H I2) 1 





4 (222 - A) 4(/)2 -Al) I 
4 (222 Rtl 4 (1)2-' A 2) I 
4 (222 - 8 2 ) 4 (1)2 R I ) I 
4 (222 - R3) 4 (1)2" R2) 
-I 1 
H 4 ( j:2.-r 
IP] 
4 (2 mm - ...I') 4 (C21JJ2 - AI) [JJ2J2 I 
4 (2 mm - 04") 4 (C2 1])2 - ...1 2) 1 
4 (2 mrn-- B') 4 (C21D2 - BI) 1 
4 (2 mm - - B") 4 (C21D2 - R 2) 1 
3 C2:z 
[ 14] 
4(3 - A) 4 (C3 - .1 12 ) 1 




4(2 -A) 4 (C2 - A I2 ) 1 
4(2 - H) 4 (C2 - B l2 ) 1 
--
9 2 C2n 
[l4J 
4(m - A') 4 (CI IC2 - A 12 ) D2[1)2] 1 
4(m -A") 4 (C I IC2 - H I2) 1 
--
10 1 C2n 
[ 14J 
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4. Konstruktion des symmetrisierten Charakters 
Die Zyklendarstellung [lXI 2-'2 3X3 ••• s~'] einer (Unter-) Gruppe P von Ss 
bezeichnen wir mit der Variablen Z, die Klassen konjugierter Elemente mit 
K, ihre Ordnung mit hK . Z ist nur eine Funktion von K, nicht aber der ein-
zelnen PI. Daher lautet (8): 
X' {rp; s (P - rr)} = h~P) L hK ' X' D {(rp) Z (K)} X r y (K). (15) 
KausP 
Diese Beziehung zusammen mit (14) ermöglicht die Konstruktion der Cha-
raktere. 
Besonders einfach berechnen sich die Grundsymmetrien der i 1 ••. is mit 
X ry (K) "" l. Ist speziell P = Ss, bestimmt jedes Z genau eine Klasse K, 
und wir können über Z an Stelle über K summieren. Man erhält: 
X' {rp; 8 (S8 - ry )} = 
L x ry ([1"'1 2"" 3"3 .. . S"'8]) , - . X "1 (rp) X't"" (2 rp) ... X't'" (s rp) , - 1 "'1'" 1·2""!X I. 3"'3'" I S"'!X I t ""1' 2' ""3" • • s· (16) 
["'1"'''''] 
wo die [!Xl" '!XS ] (!Xv;;::: 0) alle möglichen ganzzahligen Anordnungen durch-
laufen, die der Nebenbedingung !Xl + 2 !X2 + 3 !X3 + ... + S!XS = 8 gehorchen 
(Partitio numerorum). Für S2"'" S10 und Untergruppen findet man die 
"partitions" explizit bei Littlewood. 
Für die bei Niggli behandelten Eigensymmetrien sind die Zuordnung Z (K) 
sowie die X ry (K) in Tab. 1 angegeben. Zwei Permutationsgruppen, die zu 
Kristallklassen H I G und G isomorph sind, besitzen die gleichen irreduziblen 
Darstellungen, z. B. 4 (222- ... ) und 4 (2 mm- ... ), deshalb ist die Meyer-
TiszaI ) Schreibweise des Niggli-Symbols angeführt. Tab. 2 enthält einige 
höhere Symmetrien. 
2 (m - A'), 3 (3 m - A') und 4 (43 m - A') führen auf bekannte Be-
ziehungen bei Jahn und Müller. Nigglis Tabelle 3 ergibt sich für X; (rp) = 1 + 
+ 2 . cos rp (Vektor), wie es sein muß. Ist t höchstsymmetrisch von q-ter 
Stufe aus Vektoren komponiert, hat man z. B. 
zu setzen. 
. q+l . q+2 
Sln -- rp sm -- rp 2 2 X; (rp) = -----
sin !E. . sin rp 
2 
(17) 
Für wertvolle Anregungen zu diesen Überlegungen möchte ich Herrn 
Professor Dr. M. Kahler danken. 
1) Tabelle der Meyer-Symbole s. bei Müller. 
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NifJfJli I Meyer-TisiXt I 
I 
Grundsvmmetrie 
5 (X - A) "I n(/)21 /)~ -Al) 
und übrige Symmetrien 
5(1 - ..1) 1 5 ((\-.-1 12 ) 
Grundsymmet rie 
6 (Y - A) 
und übrige Symmetrien 
GrundsymlIi('trie 
6(Z - ..1) 
1Iml übrige Symnwtrif'1I 
( :nmdsvmmetrie 
unrl übri~('" Symlll('tri('n 
('I'('II80r 6-tN Stuf(') 
( :rulld.~Vllllll('trie 
und übrige" S ... ·mlllf'tri('n 
(Tmgof 6-ter Stuf!') I 
Gflll1d.:l)lIlll1etrie I 
und übrige Symll1etrif'n 
I (Tensor 8-tC'r Stuff') 
GruB< IgYlI1met rie I I1l1fl ührige" fiymll1dri(,1l 
I (Tellsor 9·t('r ~tllff') 
I 
Tabelle 2 




f) [[/)2] 2] 
J)5 
[[D2]"] 
[[>ZJ [[ [)2] 2] 
[/)2]'1 
1 [I)"J2] 
[[I )2]' J 














C:2-"T, C" 2 CT 






2 [13 2] 
('haraktC're nach 4 (D21D4 - ... ) 
[J5 J 
1 
[1 6 J 3 [14 2J 6 [12 4J 3 [12 22J 6 [12 22J 
6 [23 ] [23J 8 [32J 
('haraktere naC'h Littlell'ood, S. 275. 
[ 16 ] [P 22 ] 2 [P4] 2[12 22] 2 [14 2] 
2 [24] 2 [23 ] 2 [12 22] 
8 [6J 6 [24J 
[14 2] [23 J 
Charakt('f(' dureh .\Iult,iplikation der Tafeln 2 ((\ W2 - ... ) ulI,1 
4 (/)21 D ~ - ... ) 
[l"] [P2J [P 2J [14 2J [I2 22] [12 22 ] [12 22] [ 23 ] 
('harakt('r(' durch .\Iultiplikation der Tafeln 2 ((\ [C 2 - ••• ) Ulld 
4(('2 1[)2--"') 
[1"] I} [I! 2J 4 [P :l] 9 [12 22J 12 [123J 12 [6J 
I~ [24] 6 [23 ] 4 [32 ] 
('haraktcre nach Lillf'lt'oorl, Fi. 271). 
[ I'J 4 r 16 2J 12 [P 4] 121 P 22J 6 [l4 22 ] :12 [12 6] 24 [12 24] 
24 [P 23 ] 4 [P 2'lJ 32 [12 32J 48 \8J 48 [42J 12 [42J 24 [22 4J 
12 [2q] 32 [26] 32 [2:\2] ]2 [2~] ]2 [24J [24J 
('harakt('rE' nach Lillfr1l'ood, S. 278. 
[PJ \i [1' 2J I) [I" a] 27 [JS 22 J 36 [14 23J 36 [136J ii4 [13 24J 
:!7 [13 23 J 12 [J332] 54 [J222 3J 162 [122 4] 108 [I26J 36 [1232] 
X [:1"] 72 [33] 72 [361 216 [36J 108 [234] 
Charakt('re 1l;lC'h Lillleu'ood, S. 280. 
36[23 31 144 [9J 
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